Combinatoria

He recopilado aqui ejercicios de tres objetos combinatorios: el polinomio cromatico, el trian-
gulo de Pascal, y los nimeros de Catalan.

1 El polinomio cromatico

Empecemos definiendo algunos conceptos. Todos sabéis ya (mas o menos) lo que es un grafo.
Formalmente, un grafo G es una pareja (V, E) donde V' = {v;,v2,v3, ..., v} es un conjunto de
vértices (o nodos) E = {ej,eq,e€3,...,e,} es un conjunto de aristas (en inglés, edges). Una
arista es una palabra de dos nodos, indicando que ambos nodos estan conectados. Por ejemplo,
e1 = v1vy es la arista que une v con vy. Otra forma de escribirlo es e; = (v1 — v2), aunque
aqui el orden no importa; e; = (vo — v1) también.

Pongamos un ejemplo: sea V = {vy,va,v3,04} y sean

Ey = {v1v2, 0103, V104, VU3, V2Vs, U3V4 },
€1 €2 es eq es eg

Ey = {v1v2, 203, vo0s} = {€1, €4, €5},

E3 = {vavs,v3vs} = {e4, €6}

Entonces, tenemos los grafos siguientes:

G1 = (V,Ey) Go = (V, Ez) Gz = (V,Ej3)
V4 V4 V4
(%) V3 (%) V3 UQ.AUB
[ ]
U1 V1 U1

Algunos arboles tienen nombres especiales: si toda pareja de nodos esta conectada por una
arista, entonces decimos que el grafo es completo y lo llamamos K4, donde d es el niimero de
nodos. En el ejemplo anterior, G; = K4. Un grafo es conexo si existe un camino de nodos que
pase por todos ellos (se pueden repetir aristas). En el ejemplo, G; y G2 son conexos, pero Gs
no.

Un ciclo es un subconjunto de aristas tales que podemos encadenarlas y terminen en el mismo
sitio donde empezaron. Por ejemplo, G; tiene el ciclo {e1, ez, e5,€6}, ya que

€1 €5 €g €2
V1 —> Vg — V4 —> V3 —> V1.

Un grafo conexo que no tiene ningun ciclo es un arbol, por ejemplo, G5, pero no Gs.

Algo muy importante en la teoria de grafos es la coloracion. Una coloracién de G es una
funcion C' que asigna un color a cada nodo. Diremos que es una n-coloracién si usa n colores
o menos. En un arrebato de originalidad, llamaremos a los colores “color 17, “color 2”, etc. De
hecho, ni siquiera diremos la palabra “color”. Ejemplo: si C' es la funcién

Cv1)=3 ; Cve)=2 ; Cvs)=1 ; C(vg) =1,

entonces tenemos las siguientes 3-coloraciones de los grafos G1, G2 y G3:



C(Gs)

®

jPor cierto! Estas también son 4-coloraciones, y 5-coloraciones, etc., porque usan menos de /
colores, menos de I, etc.

Una coloracion es buena si cada arista une dos nodos con colores diferentes. Por ejemplo, C
es una coloracion buena para G, pero no para G ni para G3, porque eg = (v3 — v4) une dos
nodos con el mismo color (en este caso, el color 1).

Pues bien, el polinomio cromatico de G es la funcién

P (n) = numero de n-coloraciones buenas de G.

Ejercicio 1. Calcula Pk, (n) para cualesquiera d,n > 1. (Cuidado: d es el nimero de nodos
y n el nimero de colores).

Solucion: Sid =1, entonces G tiene un solo nodo. ;Cuéantas formas hay de colorear un nodo
con n colores? Pues n.

Si d > 1, entonces todo par de nodos esté conectado por aristas (por definicion de Ky). Pero
entonces, para que nuestra coloracion sea propia, necesitamos al menos d colores, uno para cada
nodo. Luego Pg,(n) =0sid < n. Y si tenemos n > d colores, entonces vy podra colorearse con
uno de los n colores diferentes. Luego, ve podra colorearse con uno de los (n — 1) colores que
quedan (porque si C(vy) = C(vz), la coloraciéon no es buena). Ahora, vs puede colorearse con
uno de los (n — 2) colores que quedan (para que no sea el de vy ni el de vy). Seguimos con este
razonamiento hasta encontrar que

Pg,(n)=nn—-1)(n—-2)---(n—d+1).

Alternativamente, usando ntimeros combinatorios, la respuesta seria la siguiente: elijo d colores
entre n posibilidades, y después tendré d! formas de asignarselos a los nodos, luego

Pg,(n)=d!- (Z) :d!d!(nn!d)!:n(n—l)(n—2)~-~(n—d+1).

Ejercicio 2. Si G es un arbol de d nodos, calcula Pg(n) para todo n > 1.

Solucion: Elegimos un color para el primer nodo, vy; tenemos n opciones. A partir de ahora,
elegiremos un nodo que tenga exactamente un vecino coloreado y lo colorearemos. Este proceso
terminara coloreando todos los nodos (porque G es un arbol). En cada turno, tenemos n — 1
colores disponibles para que la coloracién sea buena. Como son d nodos, sera

Pa(n)=nn—-1)n-1)---(n—1) =n(n—1)4"1,

d—1 veces

;Esto funciona para todo n? Dejo como ejercicio comprobar qué pasa si hay muy pocos colores
(162, ...), o muy pocos nodos. En matemdticas, estos se llaman los “casos base”.



Pero aqui hay algo raro: hemos llamado a Pg(n) el polinomio cromético. jEs Pg(n) un
polinomio? Si, aunque no es evidente. Ejemplo:

Pa,(n)=n-n-(n—1)2=n*—2n3+2n.

Para probar que esto siempre es asi, vamos a usar el método de Eliminacion-Contraccion. Si
tengo un grafo G, el denotamos por G — e al grafo resultante de eliminar la arista e (grafo de
eliminacion), y denotamos por G/e al grafo resultante de contraer la arista e (grafo de contrac-
cién). Eliminar una arista es exactamente lo que estas imaginando; si G = (V,{e, e1, ea, ..., ex})
entonces G — e = (V, {ey, ea...,ex}). Contraer una arista e = (v; — vs) significa hacer v1 = vq, y
cambiar todas las aristas vov; por v1v;. En particular, V pasa a ser V — vq, es decir, a tener un
nodo menos. Ejemplo:

G4 G4 —e G4/€
vy vy vy
2 v3 g vs vy Lovs
e
U1 U1

Ejercicio 3. (Férmula de Eliminacion-Contraccién) Prueba que, para todo grafo G =
(V, E), para cualquier arista e de F, y para todo n > 1, se tiene

Pg(n) == Pg,e(n) - Pg/e(n).

Solucion: Digamos que e = (v — v2). Una coloracion buena de G es una coloracion buena
de G — e que tal que C(v1) # C(v2). Es decir, una coloracion buena de G es una coloracion de
G — e que no es coloracion de G/e. Esto prueba el resultado.

|

Ejercicio 4. Prueba que Pg(n) es un polinomio. (Si quieres una pista, mira al final del pdf.)

Solucion: Sea G un grafo de d nodos. Por induccion sobre el nimero de aristas de G. Si E
tiene 0 aristas, entonces Pg(n) = n?.

Supongamos que el resultado es cierto para todo grafo con menos de k aristas, y sea G un
grafo de k aristas. Entonces, Pg(n) = Pg_c(n) — Pg/e(n). Como G — e tiene k — 1 aristas,
Pg_¢(n) es un polinomio. Y como G/e tiene, como mucho, k — 1 aristas, entonces Pg/.(n)
también. La suma de polinomios es polinomio, terminando la prueba.

|
Recuerda: en un polinomio,
a nk + ak,1nk*1 + 4 a2n2 + ain + ag .
e El grado es k
e El coeficiente lider es ay,

e El término libre es ag

Ejercicio 5. Sea G un grafo de d nodos. Prueba que el grado del polinomio Pg(n) es d.



Solucion: Sea G un grafo de d nodos. Por induccién sobre el nimero de aristas de G. Si E
tiene 0 aristas, entonces Pg(n) = n?, que es un polinomio de grado d.

Supongamos que el resultado es cierto para todo grafo con menos de k aristas, y sea G un
grafo de k aristas. Entonces, Pg(n) = Pg_c(n) — Pg/e(n). Como G — e tiene k — 1 aristas,
Pg_c(n) es un polinomio de grado d (tiene el mismo nimero de nodos). Y como G/e tiene,
como mucho, k — 1 aristas, entonces Pg/.(n) es un polinomio de grado d — 1 (porque tiene d — 1
nodos). La suma de un polinomio de grado d y otro de grado d — 1 es un polinomio de grado d,

terminando la prueba.
|

Ejercicio 6. Prueba que el coeficiente lider de Pg(n) es 1 y el término libre es 0. (Nota:
para calcular el término libre, no se puede decir que es “el numero de 0-coloraciones buenas de
G’, ya que eso no estd bien definido.)

Solucion: Sea G un grafo de d nodos. Por induccién sobre el nimero de aristas de G. Si E
tiene 0 aristas, entonces Pg(n) = n¢, que es un polinomio con coeficiente lider 1 y término libre
0.

Supongamos que el resultado es cierto para todo grafo con menos de k aristas, y sea G un
grafo de k aristas. Entonces, Pg(n) = Pg—c(n) — Pgje(n). Como hemos visto en el ejercicio
anterior, el coeficiente lider sera el mismo que el de Pg_.(n), que es 1 por hipétesis de induccién.
Y el término libre sera la diferencia de los términos libres de Pg_.(n) y Pg/e(n), luego seréd
0 — 0 = 0, terminando la prueba.

|

Ejercicio 7. Prueba que los signos de los coeficientes de Pg(n) van alternando: si Pg(n) =
n? +ag_1n% 1 4 -+ ayn® + ayn, entonces ag_; es negativo, ag_o es positivo, ag_s es negativo,
etc. (Realmente, deberiamos decir que ag—1 es no—positivo, aq—o es no-negativo, etc., ya que
pueden ser 0.)

Solucion: Sea G un grafo de d nodos. Por induccién sobre el nimero de aristas de G. Si E
tiene 0 aristas, entonces Pg(n) = n?, que cumple la tesis de alternancia de signos.

Supongamos que el resultado es cierto para todo grafo con menos de k aristas, y sea G un
grafo de k aristas. Entonces, Pg(n) = Pg_.(n) — Pg/e(n). Como G — e tiene d nodos y G/e
tiene (d — 1) nodos, y como tienen menos de k aristas, por hipotesis de induccion, se tiene

n?  —bg_n?l 4bg_ondT? ...
_( nd—1 _cd_2nd—2 N )
d d—1

n +aqg_1n +ad,2nd*2 + -

(donde los b; y los ¢; son todos no—negativos.) Esto prueba que los a; van alternando en signo.
|

Ejercicio 8. Si G es un grafo que es la uniéon de K grafos conexos, prueba que el coeficiente
més pequefio de Pg(n) que es distinto de 0 es el coeficiente de n. (Notacion: cada uno de los
subgrafos conexos que forman G se llaman componentes conexas de G.)

Solucion: Sea G un grafo de d nodos. Por induccién sobre el nimero de aristas de G. Si E
tiene 0 aristas, entonces tiene d componentes conexas. Luego Pg(n) = n? cumple el enunciado.

Supongamos que el resultado es cierto para todo grafo con menos de k aristas, y sea G un
grafo de k aristas. Entonces, Pg(n) = Pg_c(n) — Pgje(n). Si G tiene K componentes, entonces
G /e tiene exactamente K componentes y G — e tiene a lo sumo K componentes. Luego el menor
coeficiente no nulo sera el coeficiente de n€ por hipotesis de induccion.



Ahora que sabemos (entre otras cosas) que lo que tenemos es un polinomio, nos preguntamos
como es el polinomio. Hasta el momento, s6lo hemos trabajado con los valores que toma Pg
enn = 1,23 ... (y en el Ejercicio 6, en n = 0), pero también podemos conocer los valores en
n = —1,—2,-3,.... Esto ya no significara el nimero de coloraciones buenas con —1 6 —2 colores,
obviamente. Pero le buscaremos un significado méas adelante.

Ejercicio 9. Sea G un grafo de d nodos. Prueba que (—1)?Pg(—n) > 0 para todo n > 1.

Solucion: Sea G un grafo de d nodos. Por induccién sobre el nimero de aristas de G. Si E
tiene 0 aristas, entonces Pg(n) = n?. Luego (—1)4Pg(—n) = (—=1)%(—n)? =n? > 0.

Supongamos que el resultado es cierto para todo grafo con menos de k aristas, y sea G un
grafo de k aristas. Entonces, Pg(n) = Pg_c(n) — Pg/e(n). Por tanto,

(—=1)*Pg(—n) = (-1)"Pg—c(—n) = (=1)"Paye(—n).
Como G/e tiene d — 1 nodos y menos de k aristas, por hipotesis de induccion,
_(_1)dPG/e(_n) = +(_1)d71PG/e(_n) > 0.
Como G — e tiene menos de k aristas, Pg_.(n) > 0. Luego

(—1)4Pg(—n) = (—1)*Pg_o(—n) + (—1)d_1P(;/e(—n) > 0.

>0 >0

Un grafo orientado es un objeto similar a un grafo, pero en el cual las aristas ahora son
flechas. Entonces, ahora (v; — wv2) # (va — wp). Para construirlo, partimos de un grafo
G = (V,E) con una sencilla regla: cada arista estara orientada de menor a mayor. Es decir,
(v1 = v2), (v1 = v3), (V2 = v3)... serdn las flechas. Pero esto nos darfa muy poca libertad:
no podriamos orientarlas como nos diera la gana. Para ello, definiremos una orientaciéon como
un conjunto p de aristas, que seran las excepciones a la regla de antes. Notaremos al grafo G
orientado por p como G? = (V, E, p). Ejemplo: sea G4 el ejemplo anterior,

V ={v1,v2,v3,v4} , E = {v1v2, 0109, 0104, 204},
A e
el eo es es

y sean p; = 0, po = {es}. Entonces,

P1 P2
Gy Gy
Uq Vg
V2 U3 V2 U3
U1 U1

Para considerar un camino o un ciclo en un grafo orientado hay que tener en cuenta la direccién
de las flechas. Es decir, aunque G4 tiene un ciclo (v; — v — v4 — v1), ese ciclo no esta en GZl
(pero sf en G?).

Decimos que una coloracion C' (buena o mala) y una orientacioén p son compatibles si todas
las flechas van de un color a otro mayor o igual al primero. Notemos que una coloracion buena es
compatible con una sola orientacion. Por tanto, se podria redefinir el polinomio cromético como



P (n) = ntumero de pares (p, C') compatibles, con C' una
n-coloraciéon buena de G y p una orientacion de G.

Esto parece inutil ahora mismo, pero nos ayudaré a interpretar Pg(—n).
Ejemplo: partiendo de Gy, la coloracion

Clo)=1 ;5 Cv2)=3 ; Cvz)=5 ; Clu)=3,
es compatible con la primera pero no con la segunda de las dos orientaciones de antes.

C(Ga) C(Ga)”
®  ®
of§ologfo
o0

Ejercicio 10. Prueba que la orientaciéon compatible con una coloraciéon buena no tiene ciclos.

Solucion: Por reduccion al absurdo: Si existiera un ciclo (v1 — vo — v3 — -+ — v — v1),
como la coloracién es buena, se tendria C'(v1) < C(v2) < C(vz) < -+ < C(vg) < C(v1). En
particular, C'(v1) < C(v1), que es absurdo. Luego no existe ciclo.

|

Es decir,

P¢(n) = namero de pares (p, C') compatibles, con C' una
n-coloraciéon buena de G y p una orientacién sin ciclos de G.

Pues bien, aqui va la sorpresa...

Ejercicio 11. (Teorema de Reciprocidad Combinatoria del Polinomio Cromético)
Prueba que

(—1)Pg(—n) = nimero de pares (p, C') compatibles, con C' una
n-coloraciéon de Gy p una orientacién sin ciclos de G.

(Pista: mira al final del pdf.)

Solucion: Sea Qg(n) = (—1)?Pg(—n). Entonces, de la férmula de Eliminacién-Contraccién,
obtenemos

Qa(n) = (—1)*Pg(—n) = (-1)"Pg—c(—n) + (-1)* ' Pgje(—n) = Qa—-c(n) + Qqe(n)

(ver la solucion del ejercicio 9).

Sea Rg(n) el ntumero de pares (p,C) compatibles, con C' una n-coloracion de Gy p una
orientacion sin ciclos de G. Queremos probar que Qg(n) = Rg(n).

En primer lugar, probaremos que se verifica Rg(n) = Rg—c(n) + Rg/e(n), al igual que con
la funcion Q¢. Fijemos una arista e = (u — v) = (v — u) de G, y supongamos que COnOCemos
C'y p en todos los puntos y en todas las aristas salvo en e. Podemos distinguir dos casos:



e Si C(u) = C(v), entonces la arista e puede estar orientada de cualquier manera y p seguira
siendo compatible. Luego hay dos pares compatibles (p, C) en Rg(n), uno en el que e esta
en p y otro en el que no.

Por otro lado, si vemos a p y a C' como orientaciéon y coloracion del grafo G — e, ya sabemos
toda la informacion sobre ambos. Tenemos un solo par (p,C) en Rg_.(n).

Y si vemos p y a C' como orientacion y coloracion del grafo G/e también, puesto que alli
tampoco existe la arista e (y estan bien definidos p y C porque C(u) = C(v)).

Resumiendo, dos cosas en Rg(n) corresponden a una cosa en Rg_.(n) y a una cosa en
RG/e (n)

e Si C(u) # C(v), entonces ya sabemos si e esta en p o no. Hay un solo par (p,C) en Rg(n)
que cumpla todo lo que le pedimos.

Por otro lado, viendo el par (p,C) en el grafo G — e, obtenemos de nuevo que ya esta
completamente determinado (puesto que no existe la arista e y el resto ya lo conocemos
por hipétesis). Luego aqui aparece un solo (p, C) cumpliendo todo lo que le pedimos.

Y esta vez no podemos ver a (p,C) en G/e, ya que C(u) # C(v), luego no esta bien definido
C. Por tanto, aqui no hay ningiin objeto cumpliendo lo que pedimos.

Resumiendo, una cosa en Rg(n) corresponde a una cosa en Rg_.(n) y a una cosa en
RG/e(n)'

En definitiva, podemos concluir que Rg(n) y Rg—c(n) + Rg/e(n) cuentan el mismo ntimero de
cosas. Por tanto, son siempre iguales.

Finalmente, vamos a proceder por induccion en el nimero de aristas de G para concluir. Si
G tiene 0 aristas, entonces Qg(n) = (=1)?Pg(—n) = (—=1)¢(—n)¢ = n? por un lado. Por otro
lado, G esta formado por puntos aislados, luego la tnica orientacion posible es p = (). Es decir,
en este caso, Rg(n) cuenta los pares ((), C'), de los cuales hay tantos como n-coloraciones. Todas
las coloraciones de nuestro G son buenas, luego Rg(n) = n? = Qg(n).

Supongamos que Rg(n) = Qg (n) para todo grafo con menos de k aristas y sea G un grafo
con k aristas. Entonces, por hipotesis de induccion,

Qc(n) = Qg-e(n) + Qgje(n)
I Il
Ra_e(n) + Rge(n) = Rg(n).

Esto termina la prueba.



1.1 Pistas

Ejercicio 4. Por induccién sobre el nimero de aristas de G y usando un ejercicio anterior.

Ejercicio 11. Define Qg(n) = (—1)?Pg(—n) y prueba que Qg(n) cumple una férmula similar
a la de Eliminacion-Contraccion.

Define R (n) como el namero de pares (p, C') compatibles, con C una n-coloracion de G y p
una orientacion sin ciclos de G.

Prueba que R¢(n) verifica la misma formula que Qg(n).

Remata por inducciéon sobre el niimero de aristas de G.
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